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] Miera nerovnomernosti (M) plni délezitd Glohu kritéridlnej funkcie
>< pri tvorbe rovnomernych rozvrhov (RR). Speciélne typy rozvrhy vieme
il matematicky formulovat pomocou maticového zapisu, v ktorom prvok

predstavuje aktivity, stipec predstavuje ¢asovy horizont, riadok
predstavuje postupnost aktivit pridelenych zdroju na spracovanie a jednotlivé riadkové
sucty predstavuju kumulované vykony aktivit pridelené k zdrojom.

Tieto riadkové suéty predstavuju vstupny argument MA . Cim je MA mensia, tym je
rozvrh viac rovnomerny. Ak st rozvrhované aktivity reprezentované pomocou neistych
¢isel, potom je tvorca rozvrhu vedeny k vyskumu a vyvoji novych tvarov MAN', ktoré su
schopné prijat a vyhodnotit vstupny argument neistych riadkovych suctov. Velkosti
aktivit modelujeme v tomto pripade pomocou fuzzy Cisel. Vzhladom na tento
predpoklad sme navrhli inferenénli mieru nerovnomernosti za pomoci tedrie fuzzy
inferen¢nych systémov.

1. Uvod

Rovnomerné rozvrhy (R'R) ziskavame pomocou procesu rozhodovania optimalizaciou
kritéridlnej funkcie, ktort nazyvame miera nerovnomernosti. Vzhladom na Grahamovu
klasifikdciu mo6zeme problematiku tvorby rovnomernych rozvrhov rozdelit na
Standardné a nestandardné rovnomerné rozvrhy. Medzi Standardné rozvrhy patri
rozvrhovanie uloh Specifickym paralelnym strojom a rozvrhovanie uloh v
sériovej/zakazkovej/otvorenej vyrobe. Medzi neStandardné rovnomerné rozvrhy
zaradujeme problematiku rozpisovania sluzieb vodicom autobusov, letcom, letuskam,
sestrickam v nemocnici a vela inych.

Velké mnozstvo neStandardnych rozvrhov vieme matematicky formulovat pomocou
matice, ktorej stipec predstavuje ¢asovy horizont, riadok predstavuje postupnost
pridelenych aktivit danému zdroju a prvky predstavuji pladnované vykony aktivit.
Riadkové sucty matice predstavuji kumulované vykony zdrojov, na zdklade ktorych
vyhodnocujeme mieru nerovnomernosti a ktoré sa v praci snazime zrovnomernit. Tato
rovnomernost rozvrhu vieme ziskat permutovanim prvkov v stipcoch tak, aby &o
najlepsSie optimalizovali mieru nerovnomernosti, ktora moze nadobudat nasledujuce
tvary
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Za predpokladu, ze vytvarame rozvrh v doprave, mozu jednotlivé premenné 1 az ¥m
predstavovat planované pracovné zatazenia m vodi¢ov a  je idealnym pracovnym
zatazenim vodiCov, v tomto pripade priemernou hodnotou, ktort spoc¢itame ako

- ] (]! ..

T= % T
Rozvrhy, ktoré vznikli optimalizdciou miery nerovnomernosti, nazyvame

rovnomernymi rozvrhmi. Vzhladom na zndmu Grahamovu [1] klasifikaciu ide o
neStandardny typ rozvrhov.

Tato maticova formuldcia nestandardnych rozvrhov je vdaka predoslému vyskumu u
nas a v zahrani¢i znama pod menom problém rovnomernosti riadkovych suctov
stipcovo permutovanej matice, a ktoré je v anglosaskej literatire zndma pod menom
“The Matrix Permutation Problem”, MPP [3].

S neistotou sa v rovnomernych rozvrhoch stretdvame napr. pri planovani buduce;j
realizécie vykonu aktivity. Takéto rozvrhy nazyvame R pri neistote. Z pohladu
MPP problematiky to znamena, ze prvky matice si neisté ¢isla. Pod neistymi ¢islami
si predstavujeme redlne intervaly, fuzzy Cisla a nahodné premenné. V nasledujicom
texte sa zameriame iba na fuzzy ¢isla.

2. Sucasny stav

Rovnomerné rozvrhy moézeme zovSeobecnit a matematicky formulovat ako
kombinatoricky problém rovnomernosti riadkovych suétov stipcovo permutovane;
matice. Vhodnym preusporiadanim stipcov matice mé6zeme docielit vacsiu
rovnomernost riadkovych suctov matice/rozvrhu.

Definicia 1 (Matrix permutation problem [2])

Nech M ={L.2.....m} g N'={1.2... . n} st koneéné neprazdne mnoziny a nech
A = (a;) € R je realna matica rozmeru m x n. Hlada sa takd matica permutécii
U = (1y)jen stipcov matice £ pre ktoru plati:

. P | .
TN, 11 ) {,f (s].s5..... st | st = Z;e.w’ oy, g V1 E M

kde f je nejaka miera nerovnomernosti vektora realnych ¢isel, s; je i-ty riadkovy sucet
matice A" a H[J“V”je mnozina Véetk_x'lch permutacii mnoziny /M. RieSenim takto
formulovanej Glohy MPP je matica = (ay,,5)

Problematiku M FF vieme riesit pomocou heuristickych metéd. Za zmienku stoji
velmi rychla a kvalitnd stochastickd dekompozi¢na metéda S L2M [2] a metdda den-p-
-dni [4] (stipec-po-stipci) PBD. Stochastickd dekompozi¢nd metéda pracuje na
principe rozkladu problému na dvojstipcovii variantu ‘M £ F problém, jej rie$enim a
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naslednym spatnym vytvaranim vSeobecnej matice. Metdda stipec-po-stipci najskor
prideli aktivity riadkom pre prvy stipec, potom pre druhy a takto pokraduje aZ po
posledny stlpec. Toto pridelovanie uskuto¢hujeme s ohladom na mieru
nerovnomernosti.

Velmi zaujimava varianta problému -M P F vznika pri dvojstipcovej matici, tzv. n=2,
ktord oznadujeme M F2c, T{to variantu vieme riesit exaktne v polynomialnom ¢ase
pomocou \textit{priradovacej tlohy} bivalentného linedrneho programovania, kde
maticu priradeni ¥ = (55) definujeme ako

1 potom i=itpa=3j .. .
i = i T L) e Mx M
. { (0 mnic neroh (1,7) € Mx

Definicia2 (Klasicka priradovacia iloha KPU)

Medzi najznamejSie inStancie rozvrhovacich tloh patri klasickd priradovacia tloha.

Nech M. |M| = m je kone¢nd mnoZina, C typu m x m je dand matica realnych &isel a
£ typu m ¥ m je hladand matica priradeni. Potom priradovaciu ulohu mozno

formulovat ako nasledujicu tlohu bivalentného linedrneho programovania.

minZ = ) .o D ooy G
s.1.
Zr‘e.‘.! ri; =1, pre Vi€ M,
jen Tij = 1. pre Vie M,

ri; € 0.1}, pre V(i.j) € M?

M M

Aby sme vyriesili M P P2c pomocou KPU, potrebujeme spravne navrhnit uéelovi
funkciu, t.j. prvky matice C. Pre Standardny postup [2] ndm poslizi miera
nerovnomernosti (2). Po jednoduchej iprave ziskavame nasledujuici tvar

Fegrlsn sa. . s) = L3 57— 57 (4)
%a predpokladu ze permutdcia prvého stipca je identicka, je 5i = @it T @v.,2. Hodnoty
= a 5° st konStantné a neovplyviiuju vysledok optimalizécie, preto ich z Gcelovej
funkcie mézeme vypustit. Za predpokladu *'iz = 7, mézeme pisat prvok matice C ako

Exaktné vysledky dvojstipcovej varianty MFPFP2c pouzivaji na vypodet
véeobecnejsieho MFPF problému heuristické metédy rieenia (vid. stochasticka
dekompozi¢na metoda).

Co ale ak potrebujeme nahradit niektoré alebo v$etky prvky matice # neistymi
hodnotami (fuzzy ¢islami, fuzzy intervalmi)? V takomto pripade potrebujeme definovat
novu mieru nerovnomernosti, ktora vie pracovat s neistymi ¢islami. S touto
problematikou sa zaobera nasledujica sekcia.

3. Inferencna miera nerovnomenosti

Navrhnime teraz nerovnomernosti, ktorej vstupnym argumentom moéze byt ako vektor
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realnych cisel, tak aj vektor fuzzy Cisel a intervalov. Na navrh takejto miery
nerovnomernosti pozijeme fuzzy inferenc¢ny systém.

Aby sme mohli vyrie$it MPP2¢ problém pomocou KPU, potrebujeme spravne
navrhnut Gcelova funkciu, t.j. prvky matice C. Postup navrhu inferencénej miery
nerovnomernosti uvedieme v nasledovnom priklade na problematike MPP2e

Priklad 1 (Ilustra¢ny priklad rie$enia "M F2c pomocou 1)

Majme uz existujici s-dilovy rozvrh pre piatich vodicov (m =5)a pre (s + 1:'-v3'7 den
chceme ndjst také priradenie i-teho vodi¢a k j-temu turnusu, aby index preferencie “#
spojeny s tymto priradenim bol maximalny, priCom musime kazdému vodic¢ovi priradit
prave jeden turnus (h1) a kazdému turnusu priradit prave jedného vodic¢a (h2). Nech
prvy stipec dvojstipcovej matice £ odpoved4 kumulovanym vykonom [min] piatich
vodicov po s-ty defi a druhy stipec matice odpoveda pracovnym ¢asom [min] piatich
turnusov, o ktorych este len mame rozhodnut, ktorému vodiCovi budu priradené.

Zadanie chceme rieSit pomocou priradovacej tlohy (3), pre ktora st obe podmienky
(h1,h2) splnené. Ostava ndm iba spravne navrhnut ucelovu funkciu, t.j. prvky matice
C = (g :' ktoré sp001tame pomocou fuzzy inferenc¢ného systému, pre kazdé

1 € ﬁvt = {1 2,345} a pre kazdé 7 € M samostatne, tzn., ze vykondme 25 fuzzy
inferencii.

Vyhodou pouzitia fuzzy inferenéného systému je, ze vyjadri hodnoty matice C aj pre
fuzzy vstupy, tzv. pre fuzzy maticu #. Teda nemusime navrhovat ziadnu nova mieru
nerovnomernosti pracujicu s fuzzy cislami. Pre jednoduchost rieSme tito tlohu pre
realnu maticu, ktorej prvky su fuzzy singletony

7200 420
7630 660
A= | TO80 4830
73200 540
7ol 360

Nami navrhovany fuzzy inferenény systém mé dve realne vstupné hodnoty ! a 2,
ktoré sa zobrazuju do prislusnych fuzzy mnozin (hodnét fuzzy lingvistickych
premennych) a jednu realnu vystupnu hodnotu y.

Béza déat pozostéva z dvoch fuzzy lingvistickych premennych . B, ktoré st potrebné
pri fuzzyfikdcii, t.j. pri uréovani stupna, ktorym jednotlivé vstupy prisluchaju fuzzy
lingvistickym hodnotdm, ktoré definujeme pomocou funkcii prislu$nosti. Nech 4 je
fuzzy lingvistickd premenna vyjadrujica denny kumulovany pracovny ¢as vodica
nadobudajica nasledujice hodnoty (obr. 1(a)):

- VS - Very short working cumulated time
- S - Short working cumulated time

- A - Average working cumulated time

- L - Long working cumulated time

- VL - Very long working cumulated time
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(a) Fuzzy lingvistickd premennd 4 vyjadrujiica kumulovany denny pracovny ¢as vodica
s danymi funkciami ¢lenstva fuzzy mnozin VS, S, A, L, VL

1
0.8
0.6
0.4

0.2

1]

300 400 500 600 00
(b) Fuzzy lingvistickd premennd B vyjadrujica denny pracovny ¢as turnusu a jej
funkcie clenstva fuzzy mnozin VS, S, A, L, VL
Fig.1 Vstupné fuzzy lingvistické premenné

Nech £ je fuzzy lingvistickd premennd vyjadrujica denny pracovny ¢as turnusu, ktora
nadobuda nasledujice hodnoty (obr. 1(b)):

- VS - Very short working time
- S - Short working time

- A - Average working time

- L - Long working time

- VL - Very long working time

Dalej baza dat pozostava z fuzzy lingvistickej premennej €', ktord je potrebnda v
procese inferencie na ziskanie vyslednej hodnoty (plochy) uvazovaného lingvistického
pravidla (AK - POTOM). Nech €' je fuzzy lingvistickd premennd vyjadrujuca index
preferencie a nadobuda nasledujuce hodnoty (obr. 2).

- VLP - Very low preference

- LP - Low preference

- MP - Medium preference

- HP - High preference

- VHP - Very high preference
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Fig. 2. Fuzzy lingvistickd premennd C vyjadrujtiica index preferencie a jej funkcie
clenstva fuzzy mnozin VLP, LP, MP, HP, VHP

Bdza lingvistickych pravidiel pozostava z nasledujucich piatich pravidiel:

Ry AK (x; je VS Axyje VL)V (z; je VL Az je VS ),
POTOM y je VHP
Ry: AK ((x1je VS Axgje L)V (x1 jeS Axgje VL))V
V((ay je L Axgje VS )V (xy je VL A a9 je VS )). POTOM y je HP
Ry AK ((xy Je VS Axgje A )W (xyJeS Axgje L v
V{ry je A Axgje VL)) v ((r; je A Axgje VS v
V(r;jeL AxgjeS )V (xs je VL Axgje A)), POTOM y je MP
Ryt AK ((xy je VS Aagje S )V (xy jeS Ay je AV
Viey je A Axgje L )V (xy je L Axgje VL )V
V((ry je S Axs je VS )W (g je A Axpje S )V
V(ryjeL Axgje A )V (zy je VL Az je L)), POTOMy je LP
Rs: AK (r1je VS Axpje VS )V (r1je S Axpje S )V
Vie je A Axgje A )V rgje L AxgjeL v
v(ry je VL Axg je VL ). POTOM y je VLP

Vidime, Ze takto zapisana baza lingvistickych pravidiel je dost necitatelna a preto ju
zjednodusime a zapiSeme pomocou nasledujucej tabulky:

Baza pravidiel

]| X, |
LI [vs][s][a]r]ve]
[vs|[vLp]| Lp |[MP] HP|[vHP]
[s][Lp |vLP|[LP | MP][HP]
NEREEED
([ e e [vir| 7]

| [vvee e ][we e [vie

24

Zadefinujme si teraz dve vstupné a jednu vystupnd hodnotu fuzzy inferenéného
systému:
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. Prvou vstupnou hodnotou je 1 = il
. druhou vstupnou hodnotou je “2 ~ “i2 3
. vystupnou hodnotou je “/ ~ Y.

Tieto vstupy a vystupy definujeme pre kazdé [i.7) € M x M Teraz mézeme pouzit
nastroj [7] (aplikédciu), ktorym vyrieSime takto navrhnuty fuzzy inferencny systém
aplikovanim Mamdamiho inferenc¢nej metddy. Postup inferencie pre dané vstupy
ry = T200 g x5 = 420 g yyslednou hodnotou ¥ = 22.5 mézeme vidiet na obrazku 3.
Vysledok inferencie y patriaci do intervalu [0,100] pre vSetky vstupné hodnoty

a1 € [T000,8000] 5 w2 € [300,700] gy spocitali pomocou balicka pyFuzzy [6] v
programovacom prostredi Python [5] a m6Zeme ho vidiet na obrazku 4. A matica

C = () je rovna hodnotam

2290 6447 3213 43.89 20.73
40.25 3088 31.07 24.30 51.83
C =1 3002 712> 39.60 5L.17 24.30
18.25 5446 2617 3436 25.03
2734 41.61 1640 2073 38.39

. v ’ . ' . ’ . . P — ..
Po vyrieseni priradovacej ulohy ziskame maticu priradeni <* = (i )

01 000
00001
X=100010
00100
L0000
pre ktoru podla predpisu
o 1 potom oy =it =7 (i) e Mx M
“ =9 0 nic nerob SV ’
spotitame usporiadant dvojicu (maticu permutécii (1)) ¥ = (1g. 10g) optimalnych
permutacii
1 2
2 5
=13 4
1 3
51
pre ktoré obdrzime nasledujuci rozvrh
7200 660
7680 360
AY = | TO80 540
7320 480
7H00 420
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s kumulovanymi pracovnymi ¢asmi vodicov s = (7860, 8040, 7620, 7800, 7920),

ol

x1=T200 x2=410 :

y=125

Fig.3 Inferencny proces Mamdamiho metddy pre dané vstupné hodnoty *1 = 7200 g
ry = 420 s yyslednou hodnotou ¥ = 22.9

80 1 %
70
60 -
C s0-
4 -
30
20 -

7 8000
e N 7500

W g, TN A

B

Fig.4 Vysledny graf fuzzy inferencie pre vsetky vstupy.

T gop

4 Zaver

Clanok sa venoval problematike ndvrhu miery nerovnomernosti v problematike
rovnomernych rozvrhoch pri neistote a to za pomoci fuzzy inferenéného systému.
Vyhoda tohoto pristupu spociva v tom, ze vstupny argument moéze obsahovat realne
hodnoty a aj fuzzy c¢isla. Pouzitie inferenc¢nej miery nerovnomernosti sme
demonstrovali na ilustraénom priklade rie$enia MPP2c problematiky, kvéli
jednoduchosti, s redlnou maticou a za pomoci Mamdamiho inferenc¢nej metody.
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