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Tabulkova metoda urcovania koeficientov Mac-Laurinovho

radu pre funkciu tangens
Milly Miron - Prirodné vedy

12.11.2012
4 ] Prispevok popisuje princip presnej a rychlej metdédy urcovania
W koeficientov MacLaurinovho radu pre funkciu tangens pomocou ¢iselnej
gl > tabulky usporiadanej do riadkov a stipcov, a to podobnym postupom,
f akym sa urcuju koeficienty Binomického radu pomocou Pascalovho
trojuholnika.
1. Uvod

Nech je dand redlna funkcia y = f(x) definovana na mnozine realnych cisel R . Nech
tato funkcia ma v bode x = 0 hodnoty y0 = f(0) . Nech v tomto bode x = 0 ma dana
funkcia y = f(x) aj hodnoty vSetkych derivacii v oznaceni:

wp! = (0). w5 = FA0). w5 = SN0 Ly = F0).

Pre rozvoj funkcie y = f (x) do MacLaurinovho radu plati znamy vzorec:

y = ,fh:' — fr[]l,ll + ,r'llll![ﬂ':lr] + f’r";'!':“':.l'g 4.0 = Z;I-:“ %
pricom:

vo =i = FO0) = £(0), 0l =1 n=012 ...

Rozvoj nami pozadovanej funkcie y=tg(x) ma podla [2] tvar:

y=tglr)=La' + 2’ + Za7 + oo’ 4 2t 4+

V dalSom zavedme vyjadrenie 1. derivacie funkcie y = f(x) ako funkciu zavisle
premennej y v tvare: .ff':]_': = dy/dr = =(y) pricom pre funkciu y = f(x) sa budeme
pridrziavat oznacenia: W=y = flx) ¢o po formalnej stranke predstavuje derivaciu
nultého radu. Potom derivacie vyssich radov yv, y?, y?, ..., y®, ... danej funkcie y =
f(x) mozno vyjadrit aj takto:

v =L [y =L [y & = EE =1:(y)
H[E': — ﬁ [H[]':] — ﬁ [U[I':] % — i [Hujl':] fr;}l
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Hl:r.l': —d [H[r.l—]':] —d [Hl:r.l—]':] E —d [U[r.l—]':] ,|r|'j:|

dx dy dy
2. Popis metody

Redlna funkcia y=tg(x) je periodickd funkcia, ktorej jedna cast je definovana v
intervale -(11/2) < x < (11/2). Pre 1. derivaciu funkcie y=tg(x) platia vztahy:

g =1/cos*(x) =1+ tg*(y) =1+ y* = =(y)

V zmysle uz spomenutého postupu vyjadrenia derivacie nultého rddu y” =y = f(x) a
vyssich radov y?, y?, y®, ..., y™, ... danej funkcie y = f(x) pomocou funkcie y* = dy/dx
= z(y) mozno pre funkciu y=tg(x) vypocitat jej vyssie derivacie celkom jednoduchym
sposobom:

y[u': — .”I:' — 1-,!’}
y =11+ =1+14°
g2 =21 +42) = 2(y +v°)

g3 =241 +32)(1 + %) = 2(y + &)

y' =232y + 37 ) (1 + ¢7) = 22y + Syt + 3y7)

' =232 4+ 15y + 15y*)(1 + ¢*) = 2%(2 + 17y* + 30y + 154°)

Y& = 21Ty + 60y + 45¢°)(1 + »*) = 21Ty + 77y + 105y° + 45y7)

(120 = 210(21944y + 302575y % + 140240y + 307593047+
351351047 + 2027025y + 467775y

Y13 = 210(21944 + 920560y + 7919739y + 28543515y +
+53153100y® + 53918865y 10 + 2837835042 + 6081075y

VSimnime si, ze posledny koeficient polynomu y™ pri mocnine y**' ma hodnotu
faktorialu (n!). Pre overenie spravnosti vypocitajme koeficienty polynomov y© a y** pri
mocninach y° a y**:

91 = 9.(2%).7.(3.2).5.(22).3.2.1 = [9.7.3.5.3.27] = 2835.27

o

13! = 13.(3.2%).11.(5.2).[9] = 13.3.11.5.[9!] 2!~ = 6081075.2%

Na zaklade vyjadreni derivacii nultého radu a vyssich radov y©, y?, y&, y®, ..., y®, ...
danej funkcie y = f(x) pomocou funkcie y¥ = dy/dx = z(y) zostavme pre funkciu
y=tg(x) Ciselnd schému (tabulku) koeficientov polynémov pri mocninach y°, y*, y% y?, ...
, V", ... (usporiadame ich do stipcov), a to pre prislu$né rady ich derivacii y©, y, y?,
y?, ..., y"™, ... (usporiadame ich do riadkov), pricom y©=y=£(x).
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Tab. 1. Ciselnd tabulka koeficientov polynémov y™ pri ich mocnindch y°, y', \%, y°, ...

\ 0 yO yl yZ y3 y4 yS y6 yT _]r' yD yID yll J,]Z J,].i
y®jo 0 0=1 0 0 0 0 0 o J]o|lo|o|o]|o0]|oO
y®lo 1 0 1! 0 0 0 0 oloflojo|o]o]|oO
y®fo 0 1.2! 0 2! 0 0 0 ofloflojo|o]o|o0
y@ilo| 1.2t 0 4,2 0 3! 0 0 olo|lo|lo|o]|o|o0
y@jo 0 2.2° 0 5.2° 0 4! 0 oJo|o|lo|o]|o0o|o0
y®lo| 2.22 0 17.2} 0 30.2° 0 5! oloflojo|o]|o]|o
y@ o 0 17,24 0 77.2¢ 0 10524 0 6¢lojoflo]|o|o|oa0
yDlo| 17.2¢ 0 248 24 0 756.2°| 0 |s402'| 0o |TM|Oo|O0|O0]| O] O
y®lo 0 62.27 0 440 .27 0 |100827| 0O o|8|0|0o|o0]|o0
y®lo| e.27 0 138227 0 636027 0 ver |0 o9 o|lo]a0
yamfo 0 1382.2¢ 0 141022 o0 0o |...| o0 0 (10t 0|0
yanvlo| 1382.2% 0 43688.2° 0 0 ver | O [l ] 0 0 |11!| 0
ya o 0 21844210 0 0 0 |...| 0 |...] 0 0 |12!
y |0 |21844.210 0 0 0 PP T N AP I T U A1 0

Analyzou takto ziskanej ¢iselnej schémy mozno zistit, Ze v nej existuju isté zakonitosti,
na zaklade ktorych mozno urcit Ciselné hodnoty v dvoch za sebou nasledujicich
riadkoch, a to podobnym postupom, akym sa urcuji koeficienty Binomického radu
pomocou znameho Pascalovho trojuholnika. Uvedme konkrétne priklady:

. Konkrétne &islo 2, prislichajice riadku a stipcu [y®, y'1, moZno uréit ako stcet dvoch
¢isel umiestnenych nad riadkom y® po jeho oboch stranach (teda v riadku y?),
vynasobenych rddmi prislusnych stipcov (teda radmi stipcov y°, y?):

[yl = 0.y o) + 2. [ p?]) = 0.1+ 211 =2

- Konkrétne ¢islo 2, prislichajice riadku a stipcu:

[y 4" = 0] 0] + L[y, 4] =0+1.2=2

pri¢om stipec 0, (vlavo od stipca y°) méa nulové hodnoty koeficientov.
- Konkrétne ¢islo 6, prisliichajuce riadku a stlpcu:

[y ] = 3.2 o] + 5. v°] = 3.21 + 5.0 =31 =6

- Konkrétne ¢islo 8, prislichajice riadku a stipcu:

[y y?] = L[y ']+ 3. [ v ] =124+ 321 =246 =8

Ilahko sa mozno presvedcit, ze horeuvedeny algoritmus plati aj pre urCovanie nulovych
hodn6t v riadkoch a stipcoch: [y®, y'1, [y, v°1, [y, v*1, [y®, y'I, [y®, ¥°1, ..., atd.

Vyhodou uvedeného algoritmu urcovania koeficientov pri mocninach y°, y', y% y?, ...,
y", ... je skuto¢nost, Ze pre uréenie koeficientu, ktory prislicha riadku a stipcu [y,
y°] staci poznat hodnoty koeficientov polynémov, ktoré prislichaju riadku y(n). Tak
napriklad pre uréenie koeficientu v riadku a stipci: [y"?, y°] = 21844.28 staéi poznat
koeficienty polynémov, ktoré prislichaji riadku (polynému) y©:
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y' & =28 (17y + 77.y% + 105.y° + 45.97)

Koeficient y'¥(0)/13! MacLaurinovho radu pri mocnine x** mozno urcit aj z polynomu
y19=21921844.y° + ... + 13L.y" ako podiel koeficientu s hodnotou y"'¥=2'°.21844 pri
mocnine y° a koeficientu s hodnotou 13! pri mocnine y**. V obecnom pripade mozno
vyslovit tvrdenie, ze hodnota koeficientu y“***"(0)/(2n+1)! pri mocnine x®?*V
MacLaurinovho radu pre funkciu y=tg(x) je urcena podielom koeficientu pri rade y° a
prislusnej hodnote faktorialu [(2n +1)!]. Na zdklade uvedeného MacLaurinov rad
funkcie y=tg(x) ma tvar:
y =tglr) = 1l.x! + %.r:i + L% + %:7 + jSa.r” + 1382 .

155925°

3. Zaver

Ucelom predkladaného prispevku bolo prezentovat doposial novii metédu presného a
rychleho postupu urcovania koeficientov MacLaurinovho radu pre funkciu y=tg(x).
Spominana tabulkovd metéda umoznuje bez zlozitych vypoctov urcovat jeho
koeficienty na zdklade velmi jednoduchého algoritmu zostaveného do Ciselnej schémy
v podobe tabulky, a to az do vysokych rddov mocnin x". Pripominame vsak, ze uvedena
metdda nema SirsSie vyuzitie pre obecné funkcie y=f(x).
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