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Diskrétna multiwaveletova transformdcia a jej

implementacia s DGHM multiwaveletmi
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Clanok sa zaoberd teoretickou analyzou a implementaciou diskrétnej

multiwaveletovej transformacie (DMWT) jednorozmernych diskrétnych

signalov. Navrhnuty je sposob implementécie jednorozmernej DMWT

pre DGHM (Donovan, Geronimo, Harding, Massopust) multiwavelety s

vyuzitim diskrétnej konvoltucie a skaldarnych filtrov, z ktorych
pozostavaju multifiltre (vektorové filtre). Skreslenie na hraniciach spracovavanych
signélov je eliminované ich vhodnym symetrickym prediZenim v procese
implementdcie RDMWT.

1. Uvod

Waveletova transformdcia sa v poslednej dekade stala popularnou nielen v oblasti
kompresie obrazu, ale aj pri odstranovani Sumu, v pocitacovej grafike, pri
watermarkingu obrazu, pri detekcii hrdn v obrazoch, v ré6znych inych technickych
odboroch pri analyze fyzikdlnych dejov a pod. [1-4]. Multiwavelety poskytuju lepSie
vlastnosti a vysledky v aplikdcidch spracovania obrazu v porovnani so skalarnymi
waveletami. Mozno ich povazovat za zovSeobecnenie skalarnych waveletov. VSeobecne
DMWT moze mat r mierkovych a r waveletovych funkcii, vtedy hovorime, ze ma
nasobnost (multiplicitu) r. Vacsina DMWT pouziva dve mierkové a dve waveletove
funkcie, priCcom r méze mat teoreticky lubovolni hodnotu [5]. Multiwaveletovy rozklad
moze byt realizovany bankami filtrov, priCom rozkladové koeficienty v tomto pripade
s matice namiesto skalarov. Také vlastnosti ako je ortogonalita, symetria (t.j. linearna
fazova frekvencnd chrakteristika), vysoky rad aproximadcie a kratky nosi¢ (suport),
resp. ¢asovy interval na ktorom (multiwavelety) trvaju si zdkladom pre ich uspesné
aplikovanie pri spracovani signalov. Sucasné splnenie uvedenych vlastnosti nie je
mozné dosiahnut pre skalarne wavelety. Dobre znamymi multivaweletami st DGHM,
CL(0,2) a CL(0,3) (Chui a kol.) multiwavelety [6-7]

2. Teoreticka analyza DMWT

Podobne ako v pripade skaldarnej diskrétnej waveletovej transformacie, teoria
diskrétnej multiwaveletovej transformacie je zalozend na principe analyzy signélov s
mnohonasobnym rozliSenim. Mierkové a waveletové funkcie mézu byt zapisané ako
stipcové vektory, t.j. multimierkové funkcia wlt) = [walt). walt). ... wilt),. ... 'v“r-“:']f a
rovnakym sposobom moé6zeme definovat multiwaveletovu funkciu
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t) = [walt). walt). ... cwnlt). ... v (2)]" , kde T znamena transpoziciu. Analogicky
ako skaldrna mierkova a waveletova funkcia aj multimierkova ¢(t) a multiwaveletova
v'(t) funkcia musia vyhovovat nasledujicim maticovym (dilatacnym) rovniciam [8]

“”ZOZU}H "“9 — k) (1)
wlt) =23 k)2t —k) ke Zz (2)

kde namiesto skalarnych rozkladovych koeficientov st golk) a 91(k) rozkladové matice
rozmeru r x r. Potom dvojica tychto matic golk). a1(k) | popisuje multiwaveletovi
banku filtrov, pricom golk) = 240(— k) ie_ impulznéd charakteristika vektorového
dolnopriepustného (DP) filtra a 91(k) = v23:(—k) vektorového hornopriepustného
(HP) filtra. Potom ich komplexné frekvencné charakteristiky su matice

ET“ Zk ol Jl:u (_T] ZJ\ Jql ||I:| (3)

pricom ich prvky su trigonometrické polynémy. O multiwaveletovej banke filtrov
(MWBEF), s konecnou impulznou odozvou (KIO) hovorime vtedy, ak existuje take celé
c¢islo N, ze g,(k)=0 a g,(k)=0 pre k>N. MWBF je ortogonalna vtedy, ked vyhovuje
maticovym rovniciam

{?“lri Ju }{T:; |rlI :l + {_;“ |"|:__l||:u_|+;|7':'1|| ?1.];.[('_"' I:"LI+JT.: IJI| — Ir.
Gile?)GT (e %) + Gy (W GT (eIl ) =
Gole)GT(e77%) + Gole? N GT (¢34 ) = 0, (4)

kde I, je jednotkova matica a 0, nulova matica rozmeru " * 7. Pre kazdy subpriestor

V; C 1.-'+1 opat ako v skalarnom pripade je definovany ortogonalny doplnok W,
rovnakym sposobom, t.j.

Vig=V,&aW, jez (5)

Potom 12//%@i(27t — k)} o {27202t — k)} ke 2, 1 <1 < v s ortonormalne bazy
subpriestoru V; a komplementarneho subpriestoru W_j. Kazdy spojity signal flt) € 1
moze byt vyjadreny nasledovne

t) =34 S cou(R)enlt — k) ©

z coho vyplyva, Ze je Uplne urCeny vektorovou postupnostou {[c,,(k),...,c,.(k)]'}. Pre ]
- zaporné celé Cislo, ktorému zodpoveda rozklad

Vo=V B W =W_ B BW, BV, (7)
Mierkové koeficienty DMWT vypocitame nasledovne
k) = V2, doln — 2k)ej1(n) (8)
a detailové koeficienty
k) =V2Y, ailr k)cjp1(n) 9)
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Rov.(8) a (9) predstavuju jednu droven vypoctu priamej DMWT. Jedna Groven spatne;
DMWT sa vypocita takto

ciril(n) =v23,48 (n = 2k)e; (k) + V23, 41 (n — 2k)d; (k) (10)

Pre vypocet ¢;(k) a d,(k), Jsj=-1 potrebujeme urcit iba koeficienty c,(n) zo vzoriek
signalu f(t). Imlementdcia priamej DMWT a spatnej DMWT pomocou banky
vektorovych filtrov ako aj vektorovych decimatorov a interpolatorov pre pre jednu
uroven je na obr. 1.

¢ (k}
Gﬂ{&rnl—.l__'f¢-25_ti_ztf2_t ”{Er“_. . cl“'l::n}

- — i
Ae, e T 2 el
diky
Obr. 1. Imlementdcia priamej a spdtnej DMWT pre j-tu tiroven.

Cain)

Implementdcia Uplnej priamej DMWT je na obr. 2 a uplnej spatnej DMWT na obr. 3.

uf"-’}
cV,) g, ||l|""r.1 iy / G.-_-,,{Em} ..
c, iV, R ; /<~
. Sl GeM T2
d, (W)

= .ll”“r.lﬂ} c“-ll""l ]
S 7 ) BNy

Obr. 3. Implementdcia tplnej spdtnej DMWT

Kazdy vektorovy filter na obr. 1 pre jednu Uroven priamej a spatnej DMWT s r=2 ma
dva vstupy a dva vystupy.

Coq(N) {m(elﬂ] 3",:,|1(I'I)

Sae) \
CopN) —» GY5(e™) > Y, (1)

-

L J

Obr. 4. Vektorovy filter s Ga[f_""“} pre r=2 je zloZeny zo skaldrnych filtrov s
G (™), GEa(er), GEl(e™). Y3 (e™),

Napr. vektorovy filter s maticovou komplexnou frekvenénou charakteristikou

POSTERUS.sk -3/14-


http://www.posterus.sk/wp-content/uploads/p17764_01_obr01.png
http://www.posterus.sk/wp-content/uploads/p17764_02_obr02.png
http://www.posterus.sk/wp-content/uploads/p17764_03_obr03.png
http://www.posterus.sk/wp-content/uploads/p17764_04_obr04.png

—~(0)
Gl =[Gl ]’ﬂ r=2, [J,m=1,2, je zlozeny zo skaldrnych filtrov s komplexnymi

frekvencnymi charakteristikami Gllulr “); Gllnﬁ'r “); Glﬁnlr‘ ); Gl;lﬂ'r ) ako to vidno na
obr.4, kde y,,(n) a y,,(n) st koeficienty subkanalov na vystupe tohto vektorového filtra.
Analogickym sposobom by sme mohli vyjadrit aj vektorovy filter s maticou G1le’) a
zobrazit ho s dvomi vstupmi a dvomi vystupmi. Podobne ako pri skalarnej DWT
rovnako aj pri DMWT vystupné signaly z DP vektorového filtra by mali byt zachované,
zatial Co vystupné signaly z HP vektorového filtra by mali byt uplne potlacené.
Vlastnost potlacenia na vystupe HP vektorového filtra zavisi na rade aproximacie.
DMWT ma rad aproximacie R, ak vSeobecne pre momenty jej waveletovych funkcii
plati [9]

[tm(t)dt =0, 0<i<r—lal<m<R-1 (11)
potom pre r=2
Jtmlt)dt =0, i =1.0a0 < m< R—1 (12)

Ked DMWT ma rad aproximacie R, potom za predpokladu, ze vstupné signaly do HP
vektorového filtra su diskrétne polynomialne signaly, vystupné polynomialne signaly
(spektralne koeficienty v tvare polynomidlnych diskrétnych funkcii) rddu mensieho ako
R budu potlacené. AvSak vo vSeobecnosti pre DMWT vlastnost zachovania
polynomidlnych signalov na vystupe DP vektorového filtra automaticky nevyplyva z
vlastnosti nulovych momentov. Ked na vystupe DP su zachované polynomidlne signaly,
potom dand DMWT je frekvenéne vyvazena. Rad vyvdazenia je p, ak na vystupe DP
vektorového filtra DMWT su zachované, resp. na vystupe HP vektorového filtra DMWT
st potlacené vSetky polynomidlne signaly rédu mensieho nez p (7 = ). DMWT, ktoré
nevyhovuju vlastnosti zachovania/potlacenia diskrétnych polynomidlnych signalov sa
nazyvajui nevyvazeneé.

3. DMWT s prefiltraciou a postfiltraciou

Jednou z dolezitych uloh pri aplikovani DMWT je tloha jej inicializacie (prefiltracie),
ked je potrebné na zaciatku obvykle existujici iba jeden vstupny skaldrny
(jednorozmerny) signal f(n) pretransformovat vhodnym spésobom na r-rozmerny
vstupny vektorovy signal, ktorym je postupnost vektorov zaciatocnych koeficientov
co(n) = [cy,(n),...,Co.(n)]". Operdcia pomocou ktorej sa tato transformécia vykona sa
nazyva prefiltracia A a realizovand je prefiltrami. Prislusna postfiltraciu je potom
potrebné vykonat po spatnej DMWT a musi to byt inverzny proces k prefiltracii.
Operdacia postfiltracie B sa vykonava v postfiltroch a musi vyhovovat podmienke AB =1
, kde I je filtracia identity. Preto, ak pouzijeme prefiltraciu A, DMWT, DMWT! a
postfiltraciu B pre vstupny signal f(n), ako to vidno na obr. 5, potom vystupny signal

fn) 7 tejto kaskady bude identicky so vstupnym signélom.

f(n) f(n)
— A DMWT - —DMWT ' B H—
Predfilter Postfilter

Obr. 5. Blokovd schéma DMWT a IDMWT" s prefiltrom a postfiltrom.

Pre frekvencne nevyvazené vektorové filtre DMWT existuje niekolko metdd navrhu

POSTERUS.sk -4/14 -


http://www.posterus.sk/wp-content/uploads/p17764_05_obr05.png

prefilrov [10]. Vhodnou prefiltraciou sa v tomto pripade kompenzuje nedostacujica
vlastnost zachovania/potlaCenia signélov, resp. mierkovych a detailovych koeficientov
ako bolo uz vysSie uvedené. Druh pouzitej prefiltracie je rozhodujtci pre ziskanie
dobrych vysledkov pre urciti aplikdciu DMWT. Dalej st uvedené Styri zakladné
sposoby prefiltracie bez spojenia s konkrétnou DMWT. Najjednoduchsim sposobom
prefiltracie pre r=2 je ten, ze sa ako vstupné signaly pre DMWT pouziji identické
signaly rovné vstupnému skaldrnemu signalu f(n) s rovnakou dizkou N, t.j.

coaln) = cpaln) = fin) (13)

ako to vidno na obr. 6

» Coq(N)=f(n)
f(n)
= v

» Cq,(N)=f(n)
Obr. 6 Sposob prefiltracie

Druhy sposob prefiltracie je na obr. 7, kedy su pouzité dva filtre s amplitidovymi
frekvenCnymi charakteristikami A,(w), A,(w),

f
o Co,i(N)

CyAN)

Obr. 7 Spésob prefiltrdcie

Pri tretom spobe prefiltracie su za filtre A,(w), A,(w) zaradené decimatory ako to
vidime na obr. 8.

f(n)

= »l A (o) —Pi_ZI—P Co.(N)
Coa(N)

Obr. 8 Spdsob prefiltracie

VyssSie uvedené sposoby prefiltracie mozu byt zovSeobecnené pre lubovolné r. V
Stvrtom sposobe prefiltracie pre r=2 sa jedna o rozdelenie vstupného skaldrneho
signalu f(n) na postupnost parnych a neparnych vzoriek, t. j.
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coaln) | _ f(2n)
f-qI_E[IFIJ' :| o [ ffEn - ]:| :| (14)

¢o je mozné realizovat blokovou schémou podla obr. 9.

f(n)
E o

»{ 2 > C,,(n)=1f(2n)

_EJ‘"_{E_“‘* CU:Z(ﬂ}w f{2|’1+1}

Obr. 9 Spésob prefiltracie

DMWT s prefiltrami na obr. 6 a 7 sa nazyvaji redudantné a DMWT na obr. 8 a 9
neredudantné s maximalnou decimaciou.

4, DMWT s DGHM multiwaveletmi

Jednou z najznamejSich DMWT s nasobnostou r=2 je DMWT navrhnutda Donovanom,
Geronimom, Hardingom a Massopustom [6]. Koeficienty g,(k) a g,(k) st matice
rozmeru 2X2, t.j.

|
[}
[ ]

Ll 20

T 7 U
.‘ﬁl[[]:' = 3 _’;j : Hulr]:' = | oI 1
5

0 0 0 0
‘Jrillrzl;l = [ 0.9 _3 i| : ‘Jrillr'-” = [ —3 (0 i| (15)

I 3 =2
g1(2) = i & -!J1f3:'=[ P []] (16)

Mierkové a waveletové funkcie (bazové funkcie) tejto DMWT poskytuju kombinaciu
ortogonality, symetrie a kratkeho nosica, ¢o nemoéze byt dosiahnuté pomocou ziadnej
skalarnej waveletovej bazy (ziadnej skalarnej DWT). Mierkové a waveletové funkcie
pre DGHM DMWT su na obr. 10.
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0 0,5 1 1,5 I2

(b)
Obr. 10. a) Mierkové ¥1(t) a w2(t) | b) waveletové V'1(t) a ¥alt) funkcie.

Obidve mierkové funkcie ¥1(t), walt) si symetrické a trvajd na kratkom suporte <0,
1>, <0, 2>. Waveletova funkcia 1 (2) je parna, thy(t) nepdarna a trvaji na rovnakom
kratkom suporte <0, 2>. DGHM DMWT ma rad aproximacie R=2, ale na druhej strane
rad vyvazenia p = 0. Na rozdiel od klasickej DWT vstupny (povodny) skalarny signal
musi byt transformovany na vektorovy tvar pred vykonanim samotnej priamej DMWT a
musi byt obnoveny z vektorového tvaru po vykonani spatnej DMWT na skalarny signal
pre danu aplikaciu.

5. Implementacia DMWT s DGHM multiwaveletmi

Na zaklade koeficientov g,(k) a g,(k) a rov.(3) mozeme vyjadrit pre DP a HP multifiltre
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komplexné frekvenéné charakteristiky skalarnych filtrov a im zodpovedajice impulzné
charakteristiky s ich vlastnostami diZky a parnosti nasledovne:

Pre DP multifilter
G‘;l_rr*'“':l = (_?1]'_] (1) — _rj‘lll_rnjl = {]—:'I ]—:I}

, diZka parna, symetria parna

1

GYe) = GY, () = ¢d(n) = { }

]

, dizka neparna, symetria parna

—lf _awy el T il . _a 'E 0 -E 0 .E _9 ,E
G5(e?) = G 5(e™) = g3(n) = { 0t 40 40 —a0 }

, diZka parna, symetria parna

G‘:l_rt”'“':l = (_?‘2'_2[('-"”"

—
=]
e (2
—,
-
P
—
e,
Il"| |
[ 1
|_:_.,| |
[R—

, diZzka nepérna, symetria parna

Pre HP multifilter

, dizka parna, symetria parna

Gile™) = Gy (™) = gi(n) = {F. 5~ 5=}
, dizka nepérna, symetria parna
Gile?) = Gl (™) = gi(n) = {5 o5 2095}

, dizka parna, symetria neparna

Gile?™) = Giale™) = giln) = {_:jﬁ. 0, %?}

, diZzka nepérna, symetria neparna

Na obr. 11 su zobrazené prislusné skaldrne filtre dané ich impulznymi
charakteristikami v DP multifiltri
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Cos(N) gy () Yo )
le:??) .........
g3(n)

CoalN) —» » gi(n) Yool

Obr. 11 Skaldrne filtre pre DP multifilter.
a na obr. 12 v HP multifiltri

Co M) a; (1) ¥,,(n)
glz(”] .........
g5 (1)

Cop(N) — » gi(n) Yoa(M)

Obr. 12 Skaldrne filtre pre HP multifilter.

Pretoze signaly c,,(n), c,,(n) z prefiltra su konec¢nej dizky, mohlo by vo vypocitanej
konvolucii s prisluSnymi impulznymi charakteristikami skalarnych filtrov dochadzat k
neziadicemu skresleniu (border distortion) na jej hraniciach. Aby sme toto skreslenie
eliminovali budeme signaly c,,(n), c,,(n) predlZzovat dvomi druhmi symetrického
prediZenia. Prvy druh je celovzorkové symetrické predizenie (WSS-Whole-sample
symmetric) a druhy je polvzorkové symetrické predizenie (HSS-Half-sample
symmetric) [11]. V principe st obidva druhy prediZenia moZné aj neparnym spdsobom,
avSak pre nami zvolent DMWT s DGHM multiwaveletmi bude pouzity prvy sposob.
Napr. pre zvoleny signal x(n)= {1,2,3,4,5,6,7,8}, DP filter g,°(n) je na obr. 13

zobrazené prediZenie x(n) celovzorkové parne o 3 vzorky.

xpredl = [432123456787625];

n = -3:10;
stem(n, xpredl)
xlabel('n"')
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3 @
2t 2 @
1
T
E 2 0 2 ‘ i B i

n

Obr. 13 PrediZenie x(n) celovzorkové pdrne o 3 vzorky.

a pre DP filter g,’(n) je na obr. 14 zobrazené prediZenie x(n) polvzorkové parne o 4

vzorky.
xpredl = [4 3211234567 8;,¢51;

= -4:11;

stem(n,xpredl)

xlabel('n")
g8
b o [
E.- ™
il
2 ] B
EREN
LL 2 I b, 4 [ g 10 12

n

Obr. 14 PrediZenie x(n) polvzorkové pdrne o 4 vzorky.

Mozné spodsoby prediZenia a vlastnost konvoltcie pre rozne kombindcie symetrie a
dizky impulznych charakteristik skalarnych filtrov DP a HP multifiltrov st uvedené v
tab. 1.

Tab. 1
[7eni Filter
Sposob Pe.d lze,znle | : — | Konvolucia
Signalu |Symetr1a|| Dlzka |
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||pérne celovzorkové” parna ||nepérna|| parna celovzorkova |

|| parne polvzorkové || parna || parna || parna celovzorkova |

||pérne celovzorkové” neparna ||nepérna||nepérna celovzorkové|

BllwNoff —

|| parne polvzorkové || neparna || parna ||nepérna celovzorkové|

Z tab. 1 vyplyva, e mo6zu nastat v podstate dva sposoby prediZenia a to parne
celovzorkové a parne polvzorkové. Ako priklad je dalej uvedeny vypocet konvolucie
pre parne celovzorkové predizenie signalu c,,(n) z prefiltra s impulznou
charakteristikou g,°(n) DP filtera.

CO,Z(n) = {41 3/ 21 ]-' 2r 3r 4r 5' 61 71 81 71 61 5} = {CO,Z(_B)I CO,Z(_Z)I CO,Z(_]-)I CO,Z(O)' CO,Z(]-)/
Cp2(2), €4(3), Cy5(4), €,5(5), Cy2(6), €,5(7), Cy2(8), €,,5(9), €y,(10)}, g,°(n) = {-0.15, 0.5, -
0.15} = {g,’(-1), g,°(0), g,°(1)}

Potom konvolucia
ylk) = Z:-'—-l—l gilk —n)egln), k=-2,-1,....9 (17)

y(k)= {0,6; 0,4; -0.1; 0,4; 0,6; 0,8; 1; 1,2; 1,4; 1,9; 1,4; 1,2}

Grafické zobrazenie konvoldcie je na obr. 15

05

£
-

-2 ] 2 4 6 g i
k

Obr. 15 Konvolucia y(k), parna celovzorkovd.

Princip vypoctu signalov na vystupoch skaldrnych filtrov je na obr. 16

vstupna postupnost ,
z prefiltra - vystup y(k)
Konvolutor >

h

L 4

g, sposch
predizenia

Obr. 16. Princip vypoctu diskrétnej konvoltcie na vystupe skaldrneho filtra.
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Vstupné postupnost ¢, ,(n) alebo c,,(n) z prefiltra sa pre dany skalarny filter g predizi
spésobom podla tab. 1. Pre DP multifilter a jemu zodpovedajice skaldrne filtre sa
vypocitaju odozvy y,,(k), y,,(k) takto

voilk) =3 allk —n)eg1(n) + 35 galk — n)egaln)
woalk) =3 g5(k —n)egy(n) + 357 g5k — n)egaln) (18)

Tieto signdly sa nasledne musia upravit na dizku, ktord mali signély na vstupoch DP
multifiltra pred prediZenim. Analogicky sa vypocitaju odozvy y,,(k), y,.(k) na
vystupoch HP multifiltra s naslednou tUpravou ich diZok. Nakoniec st odozvy na
vystupoch HP a DP multifiltrov decimované s faktorom 2, vysledkom coho budu
mierkové c,(k)=[c,,(k), c,,(k)]" a detailové d (k) = [d,,(k), d,,(k)]" koeficienty
priamej DGHM DMWT na prvej urovni. Pri vypoCte mierkovych a detailovych
koeficientov na dalSich urovniach, t.j. pre J<j<-1 postupujeme analogicky.

6. Zaver

Nami navrhnuty spésob implementacie DMWT s DGHM multiwaveletmi je mozné
vSeobecne pouzit aj pre iné typy DMWT. Pritom bol pouzity sposob prefiltracie
pouzivajici rozdelenie vstupného signalu na postupnosti parnych a neparnych vzoriek.
Podla aplikacie kde bude pouzitd zodpovedajica DMWT mozno navrhnut aj iny typ
prefiltra. Pri implementacii DMWT je pouzitda diskrétna konvolucia vstupnych
symetricky prediZenych signalov s impulznymi charakteristikami $tyroch skalarnych
filtrov dolnopriepustného aj hornopriepustného multifiltra.
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