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Clanok sa venuje kratkodobej Fourierovej transformdcii. Tato

m transformacia je Castym nastrojom cCasovo frekvencnej analyzy

- bh nestacionarnych signdlov. Princip je velmi jednoduchy. Vyndsobime

' signal f(t), ktory ma byt analyzovany s urcitym typom symetrickej

oknovej funkcie (oknom) konstantnej dizky a potom vypoéitame

Fourierovu transformaciu jednotlivych usekov signalu f(t). Spektrum kratkodobej

Fourierovej transformacie je vo vSeobecnom pripade komplexna funkcia dvoch

redlnych premennych, ¢asu a frekvencie. Pre jeho grafické zndzornenie sa pouziva tzv.
spektrogram.

1. Uvod

Fourierova transformécia (FT) rozklada spojity signal na jednotlivé frekvencné zlozky.
Neposkytuje vsak informaciu v ktorych ¢asovych okamzikoch, aké frekvencné zlozky
spektra sa vyskytuju, t.j. Casova informadcia sa straca. Je to dosledkom toho, ze bazové
funkcie pri Fourierovej transformacii rovnomerne prekryvaju celd casovu os. Pre
urcenie casovej lokalizacie frekvencnych zloZiek je nutné vyuzit iné transformacné
postupy a iné vypoctové metddy. Jednym z moznych postupov ako analyzovat casovy
vyskyt frekvencnych zloziek nestacionarnych signalov, je pouzitie ¢asovo-frekvencnych
postupov (transformaécii). Tieto mozu byt rozdelené do dvoch zakladnych tried podla
vypoctového postupu:

- linedrne (zarnajuce predovsetkym kratkodobu Fourierovu transformaciu a waveletovi
transformaciu)

- nelinearne (zarnajuce predovsetkym kvadratické Cohenove, afinné a hyperbolické
transformacie)

2. Kratkodoba Fourierova transformacia

Castym nastrojom ¢asovo frekven¢nej analyzy nestacionarnych signélov je kratkodoba
Fourierova transformacia - KDFT (angl. Short Time Fourier Transform, STFT) .
Princip je nasledovny. Vynasobime signal f(t), ktory ma byt analyzovany s urcitym
typom symetrickej oknovej funkcie (oknom) w*(t-t) konS$tantnej dizky a potom
vypocitame Fourierovu transformaciu jednotlivych usekov signélu f(t). KDFT spojitého
signalu f(t) je definovana takto:

h’DFT{.r'I_ra‘:I}[r.w':l = X({r.w) =
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kde symbol (*) vyjadruje komplexnu konjugaciu a t - ¢asové posunutie okna.
NajpouzivanejSimi oknovymi funkciami su pravouhlé, Hammingove, Kaiserove alebo
Hannove okno. Ak oknova funkcia je Gaussova funkcia tak KDFT sa nazyva Gaborova
transformdcia [1]. Pri vypo¢te KDFT moZno na ¢asovom intervale danom diZkou okna
povazovat nestacionarny signdl za priblizne stacionarny. Presnost a vhodnost KDFT
zavisi na volbe ¢asovej oknovej funkcie, jej velkosti a na pripadnom prekryti
jednotlivych segmentov. Prekrytie zabezpecuje, ze neddjde k skokovym zmenam
frekvencii.

KDFT poskytuje kompromis medzi ¢asovou a frekvencnou reprezentdciou signalov. V
tomto pripade nemozno dosiahnut sicasne vysokého rozliSenia v ¢ase a frekvencii.
Volba dlhého okna umoznuje dobré frekvencné rozlisenie (A,), ale horSie casové
rozliSenie (A,) a naopak. Preto vzdy musime dospiet ku kompromisu medzi presnostou
urcenia frekvencie a ¢asu, teda najst optimalnu Sirku okna. T& je po celi dobu vypocétu
konstantna, ¢o je hlavny rozdiel medzi KDFT a waveletovou transforméaciou. Aby sme
mohli opisat ¢asovo-frekvencné rozliSenie KDFT uvaZzujme casovo-frekvencné okno
odpovedajuce prislusnej oknovej fukcii w*(t). Jeho stred je v bode S, (t, w,) a velkosti
stran su 2A, a 2 A,,. Prislusné parametre sa vypocitaji v casovej oblasti takto [2],[3]

to= 7, t gt @

i

A o0 2 wit)? T
A= (7t - to)? 59 dt ) 3)
Vo frekvencnej oblasti analogicky mozeme pisat

Wiw)|?
f oo W TTWE e (4)

1/2

A, = (ff;':w — wp)”. II;I; ||\I d“") ()

pricom W(w) je Fourierova transformacia okna w*(t). Treba si uvedomit, ze stred t, a
parameter A, okna w*(t) su definované analogicky ako strednd hodnota a smerodajna
odchylka ndhodnej premennej, podobne je tomu aj pre w, a A,. KDFT poskytuje
informaciu o signali f(t) a jeho spektre F(w) v casovo-frekvenc¢nom okne

[7+tg —Ap7Htg+ A X [wtwy— Ayiw +Hwp+ AL (6)
Poloha Casovo-frekvenéného okna je urcena pomocou parametrov T a w. Tvar ¢asovo-

frekvencného okna je nezavisly od T a w, preto dostavame rovnaké rozliSenie v ¢asovo-
frekvencCnej rovine ako to ukazuje Obr. 1.
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Obr. vlavo - 1. Casové okno w(t), vpravo - ¢asovo-frekvencné oknd urcené pomocou
parametrov T a w v casovo-frekvencnej rovine.

Medzi A, a A, plati nasledujuci vzttah

| E

(7)

Tento vztah je zndmy ako Heisenbergov princip neurcitosti, pricom rovnost plati ak
w(t) je Gaussova funkcia v tvare

wit) = oo/ mem et = ) (8)

Pre vsSetky ostatné oknové funkcie plati nerovnost. Z principu neurcitosti vyplyva, ze
signaly sa nedaju s lubovolnou presnostou lokalizovat naraz vo frekvencii aj v case,
resp. nie je mozné presne vediet aka frekvencia sa vyskytuje v danom ¢asovom
okamziku. Plocha Casovo- frekvencného okna je vzdy minimdalne 2. Aby sme boli
schopni v transformacnej oblasti reprezentovat lubovolny signal f(t) musia bazové
funkcie pokryvat celi c¢asovo-frekvenéné rovinu, t. j. rovinu si svojimi ¢asovo-
frekvencnymi oknami musia medzi seba rozdelit. Delenia Casovo-frekvencnej roviny
pre STFT je zndzornené na Obr. 2.

L)

»1

Obr. 2. Delenie ¢asovo frekvencnej roviny pre KDFT.

Spektrum KDFT je vo vSeobecnom pripade komplexna funkcia dvoch redlnych
premennych. Pre jeho grafické zndzornenie sa pouziva tzv. spektrogram, ¢o je kvadrat
absolutnej hodnoty spektra KDFT [4],[5]
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SPEC(t,w) = |KDFT(t,w)|* 9)

Doteraz uvedena tedria sa tykala spojitych signalov a spektrum KDFT bolo tiez spojité.
V praxi ¢islicového spracovania signalov je ovSem signal diskrétny v ¢ase. Preto v
definicii KDFT rov. (1) nahradime spojitd FT Fourierovou transformaciou diskrétnych

signalov (FTD) [6] oznaCovanu casto tiez ako DTFT(z angl. Discrete Time Fourier
Transform). Tak dostaneme rovnicu

F'.fi"”h- ”!:' = Z;I-:__‘_ ,f'[.r?l,"rr'[li' — .r;'!_"'l._l,'lt'_-””i' (10)

kde normovana kruhova frekvencia

~ 2mf
w' == w']—'ul = =

57 (11)
pricom T,=1/f, je diskretizacna periéda. Spektrum podla rov. (10) je spojitou

periodickou funkciou normovanej kruhovej frekvencie « s periédou 2m. Avsak v praxi
pracujeme iba s diskrétnimi frekvenciami

O=2xk/M, k=12 ... M—-1
A spektrum KDFT pre diskrétny Cas a diskrétne frekvencie je dané
Fll,m) = Y000 fn)w(n — mN )es2mmk/M (13)
Funkcia F(k,m) je periodickd v k s periodou M.
3. Experimenty

Ako prvy sme pre casovo frekvencnud analyzu pouzili harmonicky signal s linearne
rastucou frekvenciou od 0 do 300 Hz na casovom intervale od 0 do dvoch sekund. Na

Obr. 3 je tento signal zobrazeny kvoli dobrej rozliSitelnosti v ¢ase len na intervale od 0
do 0,5 s. Vzorkovacia frekvencia je zvolena 1 kHz.
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Obr. 3. Harmonicky signdl s linedrne rasttcou frekvenciou od 0 do 300 Hz.

POSTERUS.sk -4/11-


http://www.posterus.sk/wp-content/uploads/p17657_03_obr03.png

Pre generovanie signalu na Obr. 3 bol pouzity Matlabovsky prikaz chirp. Pre vypocet
spektrogramu je aplikované Hammingove okno dizky N=256 s prekrytim 250 vzoriek
medzi po sebe nasledujicimi oknami. Pre vypocet spektra je pouzita 256 bodova FFT.
Program v Matlabe pre vypocet a zobrazenie spektrogramu (Obr.4) bude

clc;

t =0:0.001:2;

X = chirp(t,0,2,300);

[S,F,T,P] = spectrogram(x,hamming(256),250,256,1E3);
surf(T,F,10*1Logl0O(P), 'edgecolor', 'none'); axis tight;
view(0,90);

xlabel('Cas [s]'); ylabel('Frekvencia [Hz]');
colorbar

450
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Obr. 4. Spektrogram signdlu chirp s Hammingovym oknom s dizkou N=256.

Trojrozmerné zobrazenie (3R) spektrogramu z Obr. 4 v decibelovom vyjadreni je na
Obr. 5
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Obr. 5. 3R Spektrogram signdlu chirp s Hammingovym oknom s dizkou N=256.
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a v nedecibelovom vyjadreni na Obr. 6.
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Obr. 6. 3R Spektrogram signdlu chirp s Hammingovym oknom s dizkou N=256 v
nedecibelovom vyjadreni.

Dalsie signély x,(t), x,(t), ktorych spektrogramy vypoc¢itame dostaneme frekvenénou
moduldciou harmonického sinusového signalu, pricom modula¢né signaly maji ¢asovy
priebeh ako to vidno na Obr. 7a a Obr. 7b. Minimdlna frekvencia signalov x,(t), x,(t) je
1 kHz a maximalna 4 kHz.
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Obr. 7. Modulacny signdl a) trojuholnikovy c,(t), b) pravouhly c,(t).
Pre generovanie x,(t), x,(t), pouzijeme zapis v Matlabe pomocou prikazov

t =0:1/fs:2;
x1l = vco(sawtooth(2*pi*t,0.75),[0.1 0.4]*fs,fs);
X2 = vco(square(2*pi*t),[0.1 0.4]*fs,fs);

kde fs je vzorkovacia frekvencia 10kHz. Spektrogramy pre uvedené signaly x,(t), x,(t)
st na Obr. 8 pre Hammingové okno a na Obr. 9 pre Kaiserove okno s parametrom
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B=20. Pre vypocet spektier je pouzita 256 bodova FFT.

Frekvencia [Hz]

kvencia [Hz]

Fre

Obr. 8. Spektrogramy signdlov pre a) x,(t), b) x,(t) pre Hammingove okno s diZkou
N=256, s prekrytim 220 vzoriek.
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Obr. 9. Spektrogramy signdlov pre a) x,(t) , b) x,(t) - pre Kaiserove okno s dizkou
N=256, B=20, s prekrytim 220 vzoriek.

Trojrozmerné zobrazenia spektrogramov z Obr. 8 a 9 st na Obr. 10 az 13.
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Obr. 10. Spektrogram signdlu x,(t) s Hammingovym oknom s dizkou N=256, s
prekrytim 220 vzoriek.

Frekvencia (110 [Hz]) 0 Bas (x 0.1 [s])

Obr. 11. Spektrogram signdlu x,(t) s Kaiserovym oknom s dizkou N=256, f=20, s
prekrytim 220 vzoriek.
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Obr. 12. Spektrogram signdlu x,(t) s Hammingovym oknom s dizkou N=256, s
prekrytim 220 vzoriek.

Frekvencia (210 [Hz])

Cas (401 [])

Obr. 13. Spektrogram signdlu x,(t) s Kaiserovym oknom s dizkou N=256, =20, s
prekrytim 220 vzoriek.

Dalej budil ukdzané spektrogramy signalov x,(t), x,(t) pre Hammingove a Kaiserove
okno s parametrom =20, ale s krat$ou dizkou N=64. Prekrytie je 60 vzoriek, pre
vypocet spektra je pouzita 64 bodova FFT, fs=10kHz. Odpovedajlice spektrogramy su
na Obr. 14 pre Hammingové okno a na Obr. 15 pre Kaiserove okno. Vysledky s kratSim
oknom s dizkou 64, ukazuji stratu vo frekven¢énom rozli$eni a dobré ¢asové rozlisenie,
v porovnani so spektrogramami na Obr. 8 a 9. Prejavil sa blokovy efekt v
spektrogramoch pre signal x,(t).
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Obr. 15. Spektrogramy signdlov x,(t) a x,(t) s Kaiserovym oknom s dizkou N=64.

pretoze je pouzita iba 64 bodova FFT. V tomto pripade by bolo uzitocnejsie pouZzit 256
bodovu FFT.

4. Zaver

Po teoretickej analyze KDFT boli vypocitané a zobrazené spektrogramy pre tri signaly
s ¢casom sa meniacou frekvenciou. Pre vypocet spektrogramov boli pouzité
Hammingove a Kaiserove okno s parametrom p=20 s dizkou N=256, s prekrytim 250
vzoriek ako aj s kratSou dizkou N=64 a prekrytim 60 vzoriek. Vysledky s krat$im
oknom s diZkou 64, ukazuju stratu vo frekvenénom rozli$eni a prejavil sa blokovy efekt
v spektrogramoch.
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