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Tato praca porovnava pristup Johannesa Keplera a Tycha de Brahe.
Chce citatela oboznamit s planetarnymi modelmi. Chce poukézat na to,
akym prinosom boli Brahe a Kepler pre fyziku, ako pomohli Newtonovi
zalozit dynamiku. Praca skima, preco vymyslel Brahe svoj planetarny
model. Dalej pojednéva o tom, ako Kepler zdokonalil heliocentricki
tedriu, ako objavil svoje zdkony. Cielom tejto prace je dokdzat suvislost medzi
Keplerovymi a Newtonovymi zakonmi. Preto na konci st uvedené dokazy Keplerovych
zakonov.

1. Uvod - zakladné pojmy

Pozorovatelska astronomia je sucastou astronomie a zaobera sa pozorovanim
nebeskych telies a ziskavanim udajov o nebeskych telesach. Nebeska mechanika
skima kozmické objekty metodami klasickej mechaniky a zaobera sa vypocCtami ich
drah. Hviezdna paralaxa je uhlovy posun hviezdy na oblohe pri pozorovani z dvoch
odlisnych stanovist. Meranie roc¢nej paralaxy je zakladnd metéda na urcovanie
vzdialenosti hviezd. Ak chceme zmerat roénu paralaxu, musime dand hviezdu
pozorovat v dvoch rocnych obdobiach, a to vtedy, ked sa Zem nachadza v opac¢nych
bodoch svojej drahy - napriklad v marci a v septembri. Dennou paralaxou nazyvame
uhol, ktory bol namerany z dvoch protilahlych stran Zeme.

Epicyklus je kruznica, po obvode ktorej obieha planéta podla geocentrického modelu.
Stred kruznice sa pohybuje po deferente. Deferent je kruznica, na ktorej sa pohybuje
stred epicyklov. Apohéliom nazyvame najvacsiu vzdialenost planéty od Slnka,
perihéliom nazyvame najmensiu vzdialenost planéty od Slnka.

2. Geocentricky planetarny model

Podla tejto tedrie v strede vesmiru sa nachadza nehybnd Zem, Slnko a vSetky planéty
obiehaju okolo nej na dokonalych kruhovych drdhach. Tento planetarny model
vymysleli v starovekom Grécku. Geocentricku predstavu, Zze Zem je stredom celého
vesmiru ako prvy sformuloval Anaximandros. Geocentricka predstava sveta sa potom
formovala postupne, zdokonalil ju Klaudios Ptolemaios z Alexandrie. Podla Ptolemaia
je Zem v strede vesmiru preto, lebo polovica hviezd, ktord vidime, sa nachadza vzdy
nad horizontom a polovica hviezd pod horizontom. Dalej predpokladal, Ze vietky
hviezdy st v rovnakej nevelkej vzdialenosti od stredu vesmiru. Ak by bola Zem blizSie
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k jednému okraju vesmiru, tak mnozstvo videnych a nevidenych hviezd by nebolo
rovnaké.

Podla tohto modelu sa vsetky nebeské objekty pohybuju po dokonalych kruhovych
drdhach. V tomto systéme je kazdd planéta hyband piatimi alebo viacerymi
kristalovymi sférami. Planéta je ukotvena na rotujticej sfére epicyklu, a sféra epicyklu
je umiestnend na rotujucej sfére deferentu, pricom epicyklus rotuje v ramci deferentu
a deferent rotuje okolo Zeme. Pretoze stredy epicyklov Venuse a Merkura su vzdy na
spojnici Zeme a Slnka, to vysvetluje, preco vidime Venusu a Merkur vzdy pri Slnku. V
tomto modeli sa planéta pohybuje raz blizsie, inokedy dalej od Zeme, a pohybuje sa aj
dozadu. Tento retrogradny pohyb vSak nebol dostatoCne vysvetleny, preto Ptolemaios
vymyslel ekvant.

Ekvant je bod blizko stredu drahy planéty. Z miesta ekvantu sa stred epicyklu planéty
pohybuje s konstantnou rychlostou, ale planéta sa na epicykle pohybuje réznou
rychlostou. Vysledny model je z naSho pohladu velmi neprakticky, lebo kazda planéta
vyzaduje epicyklus obiehajuci po deferente, odsadeny z centra o ekvant, pricom ekvant
je iny pre kazdu planétu. Povodny Ptolemaiov model nasej slneCnej ststavy obsahuje
40 epicyklov, v zdokonalenom modeli je 80 epicyklov.

3. Heliocentricky planetarny model

Podla tohto planetdrneho modelu v strede vesmiru a v strede Slnecnej sistavy je
Slnko, a vSetky planéty obiehaju okolo Slnka . Tuto teoériu sformuloval Mikulas
Kopernik, ale zdokonalil ju az Johannes Kepler. Podla povodnej tedrie planéty obiehaju
po dokonalych kruhovych drédhach. Stredy tychto kruznic si mierne excentricky
poloZzené vzhladom na stred Slnka. Stredy excentrickych kruhovych drah planét
vykondavaju okolo stredu Slnka epicyklické pohyby.

Kopernik v heliocentrickej sistave ponechal 48 epicyklov, totiz pomocou epicyklov
vysvetloval pozorovany nerovnomerny pohyb planét. Epicykly z heliocentrickej tedrie
odstranil az Kepler, kto zaroven dokazal, ze planéty v skutoCnosti obiehaju po
eliptickych dréhach.

4, Planetarny model Tycha de Brahe

Je akymsi kompromisom medzi geocentrickym a heliocentrickym planetarnym
modelom. V strede vesmiru sa nachadza nehybna Zem, Slnko a Mesiac obiehaju okolo
Zeme, ale vSetky ostatné planéty obiehaju okolo Slnka. Aj v tomto modeli st planéty
hybané kriStalovymi sférami, a obiehaju po dokonalych kruhovych drahach. Pomocou
Tychonickej tedrie bolo mozné vysvetlit rozne pozorované odliSnosti vo fazach Venuse,
na ktoré Ptolemaiov model nemal vysvetlenie.
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Obr.1. Planetdrny model Tycha de Brahe
5. Preco vymyslel Brahe svoju tedriu ?

Hoci Tycho de Brahe uskutocnil najpresnejSie pozorovania hviezd vo svojej dobe, a to
dokonca bez dalekohladu, nedokdzal namerat ro¢nu paralaxu zZiadnej hviezdy.
Paralaxu Marsu vSak dokadzal namerat. Pritom namerat paralaxu hviezdy Brahovymi
pristrojmi bolo absolitne nemozné. Hviezdnu paralaxu prvykrat namerali az v
devatnastom storoci. V roku 1837 Wilhelm Struve nameral paralaxu hviezdy alfa Lyr,
ktora sa nachadza v suhvezdi Vega. Paralaxa tejto hviezdy je 0,129". Nasa najbliZSia
hviezda Proxima Centauri je od nas vzdialena na 4,26 svetelnych rokov a mé paralaxu
0,762". Tieto sotva meratelné paralaxy bolo Brahovymi pristrojmi nemozné namerat.
Brahe dlho uvazoval nad tym, preco nedokaze zistit zdanlivy paralakticky pohyb
Ziadnej hviezdy na oblohe.

Paralaxu hviezd je nemozné namerat, teda Zem sa nepohybuje okolo Slnka, lebo keby
sa Zem pohybovala okolo Slnka, tak paralaxy hviezd by sa mali prejavit. Dalej z jeho
pozorovani vyplyvalo, ze ak by sa Zem skuto¢ne pohybovala, potom by hviezdy museli
byt od Zeme az tisicnasobne vzdialenejSie ako Slnko. Takéto velké vzdialenosti hviezd
od Zeme vSak Brahe odmietol. Nakoniec dospel k zdveru, ze heliocentrické a
geocentrické planetarne modely s nespravne a vymyslel svoj vlastny planetarny
model.

6. Ako pomohol Brahe Keplerovi

V roku 1588 zomrel dansky panovnik Frederik II. Novy panovnik vSak pre Brahovu
vedecku ¢innost nemal pochopenie, tak Tycho de Brahe nakoniec opustil Dansko. Novy
domov nasiel v Cechach, kam priSiel na pozvanie Rudolfa II. Rudolf IT ho vymenoval za
cisarskeho matematika. Tycho de Brahe vo svojom kaStieli v Benatkach nad Jizerou
vybudoval astronomické observatérium. V roku 1600 Tycho de Brahe pozval Keplera
do svojho kastiela v Benatkach nad Jizerou.

Kepler potom rok bol Brahovym asistentom a dostal za ulohu uré¢it drahu Marsu. Ked
Tycho de Brahe nahle zomrel v roku 1601, tak Kepler sa stal Brahovym nasledovnikom
na dvore Rudolfa II. Johannes Kepler od pozostalych vysudil Brahove pozndmky a na
zdklade dokladnej analyzy Brahovych pozorovani objavil svoje zakony.

6.1. Prvy Keplerov zakon
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Planéty obiehaju okolo Slnka po eliptickych drahach s malou vystrednostou, pricom
Slnko lezi v spolo¢nom ohnisku tychto elips. Planéta a Slnko obiehaju okolo
spolo¢ného taziska. Vo vypoctoch vSak tuto skutoCnost vzhladom na malt hmotmost
planét v porovnani s hmotnostou Slnka zanedbavame. Prvy Keplerov zakon plati aj pre
pohyb Mesiaca a umelych druzic okolo Zeme. Vzhladom na to, Ze hmotnost Mesiaca je
iba 81-krat mensia ako hmotnost Zeme, musime vziat do uvahy ich pohyb okolo
spolocného taziska.

Planéta

Obr. 2. Prvy Keplerov zdkon
Matematicka formuldcia prvého Keplerovho zédkona znie:

T = P
— T4ecos(d) (1)

kde r, 6 - su polarne koordinaty, € - je excentricita elipsy a p je sprievodic.
Excentricita je definovana vztahom:

kde a, b st dizky hlavnej a vedlaj$ej polosi elipsy.
6.2. Druhy Keplerov zakon

Druhy Keplerov zakon vyjadruje zdkon zachovania momentov hybnosti planét. Podla
tohto zakona ploSnd rychlost planéty je konStantnd. Velkost plochy vytvorenej
sprievodicom planéty nezavisi od toho, kde presne sa planéta nachadza.

Obr. 3. Druhy Keplerov zdkon
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Ked je planéta k Slnku blizsie, pohybuje sa rychlejsie, naopak, ked je daleko od Slnka,
pohybuje sa pomalSie. Plosnu rychlost planéty definujeme vztahom:

v, = (1 x v) (3)

kde r je polohovy vektor planéty vzhladom na Sinko, v je okamzitd rychlost planéty.
Akt velku plochu vytvori sprievodic za interval At?

AS = trvAtsin(a) (4)

kde v je rychlost pohybujiceho sa konca sprievodica, r je vzdialenost medzi planétou a
Slnkom, a je uhol medzi polohovym vektorom planéty a vektorom jej rychlosti. Potom
velkost ploSnej rychlosti mézeme vyjadrit nasledovne:

o AS  1rvAtsinle) 1 _
vy =57 = 5—x— = yrvsin(a) (5)

Vysledkom je velkost vektorového sucinu, teda velkost vektora ploSnej rychlosti.
Skutocne sa zachovavaju momenty hybnosti planét? Namiesto planéty si vezmime
Casticu. Ked tato castica s hmotnostou m sa pohybuje rychlostou v, tak jej moment
hybnosti vzhladom na jedno z ohnisk elipsy je:

L=rxmuv (6)
Potom velkost momentu hybnosti bude:
L =rmuvsin(a) = 2mu, (7)
Ak zderivujeme tento vztah podla ¢asu, tak vysledkom bude:
(v x mv) + (r x F) (8)

Prvy Clen tohto vyrazu sa rovna nule, pretoze vektory v a mv st rovnobezné. Aj druhy
clen sa bude rovnat nule, totiz jedina sila, ktord posobi na ¢asticu, ma opacny smer
ako polohovy vektor. Z tohto potom vyplyva, Ze pri pohybe Castice sa jej moment
hybnosti nemeni.

6.3. Keplerov treti zakon

Pomer druhej mocniny obeZnej doby a tretej mocniny dizky hlavnej polosi je pre vsetky
planéty rovnaky. Potom platia nasledujtce vztahy:

T° = ka® 9)
kde k je konStanta imernosti, T je obezna doba planéty, a a je hlavna polos.

3

ps}
-

= — (10)

]
bl L
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Z tychto vztahov potom vyplyva, ze planéty, ktoré su vzdialenejSie od Slnka, maju
vacsiu obeznu dobu. Obezna doba Saturna je 29,5 pozemskych rokov, priCom obezna
doba Marsu je iba 1,88 pozemského roka. Ak drdhu planéty budeme povazovat za
priblizne kruhovi, tak pomocou obeznej doby T a polomeru R drahy planéty je mozné
vypocitat dostredivé zrychlenie planéty:

2 1 (2zR\? _ 4=%R
v = — 11

R R ( T ) T* (an
Upravou tohto vztahu pomocou Keplerovho zdkona ziskame:

— -lr-._R _ -lr-._R 1 (12)

ﬂ'ﬁf ]"2 - L.Rii = CFI

Tento vysledok znamena, Ze sila, ktorou posobi Slnko na planétu, sa zmensuje s
druhou mocninou vzdialenosti planéty od Slnka.

7. Ako insSpiroval Kepler Newtona

Isaac Newton sa narodil 60 rokov po Keplerovej smrti. Newton objavil pohybové
zakony, gravitacny zakon, zaviedol pojem gravitacia. V roku 1687 publikoval
Matematické Principy Prirodnej Filozofie. Tu uviedol pohybové zakony, tedriu
gravitacie, gravitaény zakon, a poukdzal na suvislost medzi Keplerovymi planetarnymi
zdkonmi a svojou tedriou gravitacie. Takto dokazal spravnost heliocentrickej tedrie.
Pomocou jeho novych tedrii a zdkonov uz bolo mozné vysvetlit, o sposobuje priliv a
odliv. Zmeny v hladindch ocednov st sposobené gravitatnym vplyvom Mesiaca, ked
obieha okolo Zeme.

7.1. Newtonove pohybové zakony

Zakon zotrvacnosti znie: Jestvuje suradnicova sustava, vzhladom na ktoru teleso
zotrvava v pokoji, alebo priamociarom rovnomernom pohybe, ak nepodlieha vplyvu
inych telies. Inercidlna sustava je taka suradnicova sustava, kde plati zdkon
zotrvacnosti. Formulacia zdkona sily: Zrychlenie a telesa je umerné posobiacej sile F a
nepriamo umerné jeho hmotnosti m.

a=kELE (13)

V tomto vztahu vystupuju sila, hmotnost, a konstanta ktorej hodnota zavisi od volby
jednotiek sily, hmotnosti a zrychlenia. Silu je mozné definovat aj na zaklade
zrychlenia, ktoré udeli telesu. Podiel velkosti dvoch sil F a F, sa rovna podielu
zrychleni a, a, ktoré tieto sily udelia tomu istému telesu:

Fo_ a
Fi m (14)
Hmotnost je veli¢ina, ktord vyjadruje zotrvacné vlastnosti telies. Ak na urychlenie
dvoch telies pouzijeme rovnaku silu, tak zrychlenie tazSieho telesa je mensSie.
Hmotnosti tychto telies ozna¢ime m a m,. Hmotnost lahSieho telesa je m, hmotnost
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tazSieho telesa je m,. Sila F udeluje telesu s hmotnostou m zrychlenie a, telesu
s hmotnostou m, zrychlenie a,. Sila F, udeluje telesu m zrychlenie a,, telesu m,
zrychlenie a,;. Potom hmotnost definujeme pomocou nepriamej imernosti:

— (15)

Ak z tejto umery vyjadrime a,, a dosadime do predchédzajicej imery, tak dostaneme:

F=-f mqa (16)

Mo
Nasledujuci vyraz predstavuje konstantu k zo zakona sily (13):

Fy

Mo

(17)

Zvolme jednotkovu silu F, tak, aby telesu s jednotkovou hmotnostou udelovala
jednotkové zrychlenie. V tomto pripade konstantanta k sa stane bezrozmernou, bude
mat hodnotu 1 a potom zdkon sily nadobudne tvar:

F =ma (18)

Treti Newtonov pohybovy zdkon znie: Ak na seba posobia dve telesa, tak na seba
posobia rovnakymi silami opacného smeru, pricom posobia v jednej priamke.

Fio = —Fy (19)

Ak silu pésobiacu na jedno teleso nazyvame akcia, tak silu, ktora ma opacny smer a
posobi na druhé teleso, nazyvame reakcia.

7.2. Newtonov gravitacny zakon

I
]
-t r -
I

Obr. 4. Gravitac¢ny zdkon

Kazdé teleso pdsobi na ostatné telesa gravitacnou silou. Gravita¢nd sila taha vsetky
ostatné telesd smerom k stredu daného telesa. Velkost gravitacnej sily zavisi od
hmotnosti telesa. Slnko ma vacsSie gravitacné pésobenie ako Zem, a gravitacia na Zemi
je asi Sestkrat vacsia ako na Mesiaci. Matematickéa formulacia gravitacného zakona je:

_ .miymia
Fo = k=4 (20)

12
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kde F, je gravitacna sila, ¥ je gravitacna konstanta, m, je hmotnost prvého telesa, m,
je hmotnost druhého telesa a r;, je vzdialenost medzi nimi. S ohladom na vektorovy
charakter sily mozno tento vztah napisat aj takto:

Fo = kmyms 11—.3? 21)

Zaporné znamienko vyjadruje skutoc¢nost, Ze sila F; , ktord posobi na jedno teleso ma
opacny smer ako polohovy vektor r, ktorého zaciatok sa umiestiuje do stredu druhého
telesa.

8. Dokazy Keplerovych zakonov

8.1. Dokaz prvého Keplerovho zakona z Newtonovskej dynamiky

-. .-H\ E \\
. 8
i e

%

\

Y

I
.
™ r
S
e o

Obr. 5. K dékazu prvého Keplerovho zdkona

Nech malé teleso s hmotnostou m obieha na eliptickej drahe okolo vacsieho telesa M.
Celkova energia tohto systému je :

E = lmp? — £Mm 22)

— 2 .

kde r je najvacsia vzdialenost medzi m a M,v je rychlost telesa m, k je gravitacna
konsStanta. Zavedieme oznacenia derivacii:

dr

dt
dip

w= = H (24)

=T (23)

PrepiSme rovnicu (22) pomocou polarnych stradnic:

F = %yﬂ(?;z € ?.EHE) o H_UI':;': (25)

¥

Moment hybnosti telesa m bude:

L =mr2 (26)

Zavedme subsituciu:
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potom

Zintegrujme to:

0= [LoPdt = [ Lo?dldp

= m= dp

Teraz T bude:

_1do
o di

Potom vysledok bude:

0 =— [Ldo

Upravou rovnice (22), a vyjadrenim -* dostaneme:
"2
re =

Zavedieme substitucie:

- eMm=

2 2Er
T 1+ kMm

Ak upravime rovnicu (31), tak dostaneme:

S Fp)

Vyjadrent © dosadime do rovnice (30), a po Upravach dostaneme:

0 =— [ ———dp

"u' o (y_ ’L)

1
— cos~ e ft( 0 right)

"0

Ak tuto rovnicu upravime, tak dostaneme rovnicu elipsy v polarnych koordinatach:

(27)
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. i
"= (1+ccos(6 (37)

kde r, je sprievodiC, a e je excentricita.

8.2. Newtonov dokaz druhého Keplerovho zakona

e
AN,
R & y I

Obr. 6. K dokazu druhého Keplerovho zdkona

Velkost plochy, ktord vytvori sprievodi¢ planéty, je rovnaka v rovnakych ¢asovych
intervaloch. Predpokladajme, Ze ¢astica sa pohybuje z bodu P do bodu Q a do bodu Rv
rovnakych ¢asovych intervaloch. Castica je pohéiiana silou, ktord smeruje do bodu O,
potom zrychlenie v bode Q je vo smere QO. Zvolme jednotku ¢asu tak, aby PQ
predstavoval rychlost z P do Q. Potom QR predstavuje rychlost z Q do R. Vektory QT a
PQ nech st rovnaké. Potom trojuholnik QTR je vektorovy trojuholnik, kde rychlosti a
zrychlenia su definované z bodu Q. TR predstavuje zrychlenie. Vektor TR je
rovnobezny s vektorom QO.

APQO = AQTO = AQRO (38)

Plochy trojuholnikov PQO, QTO, QRO su rovnaké, lebo QT a PQ su rovnaké, a
trojuholniky PQO a QTO majui rovnaku vysku. KedZe trojuholnik QRO je rovnostranny,
tak trojuholnik QRO ma rovnaku plochu ako ostatné dva trojuholniky. To znamena, ze
za rovnaky Casovy interval Castica prejde rovnaké plochy, a to sme chceli dokézat.
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